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APRESENTACAO

A importancia da Historia da Matematica como recurso pedagogico no ensino médio pode
ser percebida em documentos oficiais, como o Pardametro Curricular do Ensino Médio
(PCNEMH+), o qual descreve que, para a contextualizagdo sociocultural da Matematica, é

necessario:

Compreender a constru¢cdo do conhecimento matematico como um processo
histérico, em estreita relacdo com as condi¢des sociais, politicas e econdmicas de
uma determinada época, de modo a permitir a aquisicdo de uma visdo critica da
ciéncia em constante construcdo, sem dogmatismos ou certezas definitivas. Por
exemplo, o uso da geometria classica ou da analitica para resolver um mesmo
problema pode mostrar duas formas distintas de pensar e representar realidades
comparaveis em momentos histéricos diferentes (BRASIL, 2000, p. 117).

A ideia do uso Histdria da Matematica em sala de aula é também ressaltada pela Base
Nacional Comum Curricular do Ensino Médio (BRASIL, 2017). O documento declara que
as praticas matematicas de diversas culturas ou grupos variam ao longo do tempo,
dependendo das necessidades, visdes de mundo, entre outros fatores, e continuam a variar.
Esta subjacente a compreensdo de tais préaticas a percep¢do tanto de diferentes maneiras de
criar Matematica, quanto de que o caminhar histérico dessa disciplina é fruto do
desenvolvimento humano inserido em culturas e sociedades especificas. A atual linguagem
matematica possibilita que pessoas de diferentes realidades possam se comunicar; no
entanto, povos de diferentes épocas desenvolveram suas préprias maneiras de registros. A
BNCC ressalta: “Um dos desafios para a aprendizagem matematica no Ensino Médio é
exatamente proporcionar aos estudantes que a matematica ndo é um conjunto de regras

técnicas, mas faz parte de nossa cultura e de nossa historia” (BRASIL, 2017, p. 522).

A proposta de insercdo da Histdria no processo pedagdgico existe desde o seculo XIX.
Segundo Jankvist e Van Maanen (2009) e Karp e Gert Schubrint, no livro Handbook on the
History of Mathematics Education (KARP; SCHUBRING, 2014), observa-se que a Histéria
da Matematica ja estava presente em livros-textos do século XIX, na Alemanha. Desde 1984,
0 grupo Hystory and Pedagogy of Mathematics (HPM) participa das atividades dos

congressos organizados pela International Congress on Mathematical Education (ICME),
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com relatos de investigacOes acerca de atividades de ensino que mobilizam, de alguma

maneira, a Historia.

Além disso, varios pesquisadores tém investigado sobre essa insercdo. Brito (2007), a partir
de suas pesquisas académicas e de sua pratica como docente, afirma que a Historia da
Matematica pode colaborar com questdes pedagdgicas, como, por exemplo, na orientacéo
de escolhas e decisGes metodoldgicas e didaticas por parte dos professores; na analise de
diferentes curriculos, dos livros-textos e materiais didaticos em geral; no conhecimento de
fundamentos dos contetdos matematicos basicos presentes na pratica docente; na criagdo de
projetos que articulam o conhecimento matematico as contribui¢des de outras areas do
conhecimento. Além disso, a autora, assim como a BNCC, indica que a Histdria da
Matematica e a de seu ensino possibilitam aos estudantes perceber a diversidade cultural no
que se refere a producdo do conhecimento matematico, o que se contrapde a ideia
eurocéntrica tdo disseminada no ensino de Matematica, ou seja, que diferentes povos em

diferentes regibes e épocas produziram e produzem Matematica.

Balestri e Cyrino (2010), a partir de entrevistas com professores, destacam que a Histdria da
Matematica poderia auxiliar na compreensdo dos contetdos matematicos; contribuir para
compreensdo da Matematica como area de conhecimento; colaborar na percepcdo de
relacGes entre a Matematica e outras areas do conhecimento; veicular a Matematica como
uma construgdo humana; responder alguns “porqués” que surgem ao Se construir o
conhecimento matematico; abrir espacos para que o professor solicite aos seus alunos o
desenvolvimento de atividades que exijam produgdes escritas; contribuir em discussoes
acerca das condicBes necessarias para o desenvolvimento da Matematica; e provocar

reflexdes sobre possiveis encaminhamentos da pratica pedagogica do futuro professor.

No sexto Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
(CREME), ocorrido em Lyon, 2009, Lawrence (2009) descreveu uma pesquisa realizada
com o uso da Historia no ensino e concluiu que ela pode encorajar 0s estudantes a fazer
conexdes entre os diferentes campos da Matematica, incrementar a motivacao dos alunos a
partir de problemas com contextos historicos e enriquecer sua compreensao matematica por

meio da exploracéo histérica.
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Conforme Matos (2020), a integracdo da Historia nas aulas de Matematica colabora para que
0 professor ultrapasse

Uma visdo que imagina a escola do passado como dos “bons velhos tempos” (ou
a dos “maus velhos tempos”, conforme a perspectiva), como também compreender
que muito do que se imagina inovador tem, na verdade, raizes profundas no
passado (MATOS, 2020, p. 27).

No entanto, proporcionar condi¢des de aprendizagem da Matematica que esclarecam sua
Historia encontra diversos desafios, entre eles o material didatico sobre Historia da
Matematica disponivel para o uso em sala de aula. Em artigo publicado por Moura e Brito
(2019), consta que o uso da Historia da Matemaética ocorre, na maior parte das vezes, por
intermédio do livro didatico, “em que pequenos fatos histdricos sdo contados no inicio e no
fim de uma unidade, sem qualquer conexdo com a construg¢do dos conceitos” (MOURA;
BRITO, 2019, p. 9). A concluséo dessas autoras vai ao encontro dos resultados de pesquisa
de Deji¢ e Mihajlovi¢ (2014). Segundo esses autores, 80% dos docentes na Sérvia buscam
inserir Histdria em suas aulas de Matematica e, desses, metade tem como fonte apenas livros
didaticos. Assim, o ensino da Matematica com o recurso a Histdria da Matematica carece de

material para além dos livros didaticos.

O manual aqui publicado tem a finalidade didatica de apresentar atividades praticas de
conteudos de cbnicas, com uma abordagem pedagogica que utiliza a Histéria da Matematica.
As atividades aqui expostas dirigem-se para salas de aula do ensino médio ou para formacéo
de professores de Matematica. As praticas apresentadas neste manual didatico sdo fruto de
atividades desenvolvidas e utilizadas pelas autoras em ambiente de aprendizagem do ensino

médio e do ensino superior.

A prética 1%, “Cortes transversais em trés cones”, relaciona as conicas com cortes de trés
cones distintos. A planificacdo e o corte dos objetos permitem uma analise das figuras

conicas, de suas representagdes e de seus elementos.

! As atividades apresentadas nas praticas 1, 2 e 3 foram elaboradas por Arlete de Jesus Brito, autora desse
manual, e apresentadas pela primeira vez em minicurso ministrado por ela e por Claudia Helena Dezotti na
CIENTEC, UFRN, no ano de 2001. Parte dessas atividades foram posteriormente utilizadas na pesquisa de
Macena (2007).
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A prética 2, “Cortes transversais no mesmo cone”, relaciona as conicas com cortes no mesmo

cone. A atividade investiga, também, a relagdo do angulo do corte com o angulo do vértice.

A pratica 3, “Conicas e lugares geométricos”, aborda a construcdo das conicas como lugares
geométricos. Com o uso de um artefato para construgdo da elipse é possivel construir os

elementos da cbnica e analisé-la como lugar geométrico.

A prética 4, “Conicas e Geometria Analitica”, aborda as conicas sob a perspectiva da
Geometria Analitica. O uso do “parabolografo” (adaptado para a sala de aula) para o tracado
de parabola em situacdo do plano cartesiano permite compreender a pardbola e sua equagdo

na perspectiva da Geometria Analitica.

As praéticas tracadas foram elaboradas de maneira a seguir a trajetéria histdrica das conicas.
A insercdo dessas praticas no ensino de Matematica, segundo Moura e Brito (2019, p. 609-
625) ressaltam aspectos interdisciplinares do conhecimento, mobiliza interculturalidade,
“conduz o aluno a refletir sobre como e o porqué de pessoas em outros momentos historicos
e culturais terem produzidos e ensinado Matematica”. Desejamos que 0 uso desse manual

didatico colabore para ampliar, com significado, os conhecimentos no ensino de matematica.
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PRATICA 1 - CORTES TRANSVERSAIS EM TRES CONES

Preparacdo para a pratica:

e Para essa pratica, vocé precisara recordar a classificagdo dos angulos, saber o que é
um cone, retas perpendiculares entre si e altura; e conhecer as simetrias central, de
translacdo e a axial (ou simetria por espelhamento). Também precisara saber os

principios de manipulacéo algébrica com variaveis.

Objetivos:

Conhecer os elementos de um cone.

Relacionar as conicas com cortes de diferentes cones.

Diferenciar as conicas entre si.

Conhecer a histéria de estudos sobre as conicas conduzidos por sabios da Antiguidade grega.
Analisar, com o uso da linguagem atual, a demonstracdo da férmula da parabola obtida por

Menaecmus.

1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Para iniciarmos as atividades, apresentaremos uma primeira definicdo de cone muito
préxima daguela estudada no ensino fundamental. Posteriormente, ela serd ampliada neste

texto. Assim, nesta primeira pratica, definiremos superficie conica da seguinte maneira:

Seja C um circulo em um plano a € V um ponto ndo pertencente a esse plano. Para cada
ponto P na circunferéncia de C, existe um segmento PV. A reunido de todos esses segmentos
chama-se superficie conica de base C e vértice V. A distancia h de V a o chama-se altura do

cone e cada um dos segmentos PV é uma geratriz do cone.
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Figura 1 — Superficie conica

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021).

Além desses elementos, utilizaremos neste texto a medida da projecdo, em um plano paralelo
a altura do cone, do angulo sélido formado no vértice. Iremos nos referir a ela apenas como
medida da projecdo do angulo sélido.

Os cones circulares sdo classificados em retos ou obliquos. Se o centro do circulo C coincidir
com a interse¢do da perpendicular de V a a, o cone serd denominado de cone circular reto.
Caso contrario, sera um cone circular obliquo, conforme observamos na figura a seguir
(figura 2):
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Figura 2 — Elementos do cone

Elementos do cone

e
-
-

Classificagdo do cone

o o e e e e ) e e e e

-

Cone reto

+ Cone Obliquo

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021)

Os cones retos podem ser obtidos por meio da revolugdo de uma reta AC ao redor de um

eixo AB. O angulo CAB é denominado de angulo gerador do cone, conforme figura abaixo

(figura 3):

Figura 3 — Cone de revolugdo

A

Fonte: AUTORAS (2019).
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Na Grécia da Antiguidade, as cOnicas ja eram conhecidas. Naquela sociedade, as curvas
eram determinadas ou pela combinacdo de movimentos uniformes ou pela intersecdo de
superficies geométricas. Menaecmus (c. 350 a.C.), ao estudar a intersecdo entre cones
circulares retos e planos perpendiculares as suas geratrizes, chegou a essa familia de curvas
que denominamos por ‘“cOnicas”, Ou Seja, ele observou que os cortes determinavam
parébolas, hipérboles e elipses (BOYER, 1974).

2 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Consiste na montagem de trés cones planificados para a realizacdo de cortes transversais,
com o objetivo de relacionar as cénicas com os cortes de trés cones distintos. A planificacédo
e o corte dos objetos permitem uma andlise das figuras conicas, de suas representacdes e de

seus elementos.

Recomenda-se ao estudante registrar o processo de desenvolvimento
das atividades: suas tentativas, questionamentos, desafios
encontrados, resultado parcial e resultado final. O/a professor/a pode
solicitar uma discussdo dos registros entre os alunos ou grupo de

alunos.

2.1 Materiais

Para fazer as atividades, vocé precisara transferir, para uma folha de sulfite, as planificacfes
dos cones que estdo a seguir, recorta-los e cola-los. Portanto, precisara também de tesoura e

de cola.
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Observe que as planificagdes estdo sem as respectivas bases e isso
ndo é por acaso. Nas analises que vocé fard a partir de tais cones,
apesar de estar lidando com um material limitado, considere que,
idealmente, as geratrizes dos mesmos podem ser infinitamente

estendidas.
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2.2. Metodologia

Monte os cones cujas planificacdes estdo na secdo anterior deste manual. Compare-0s. Em
que sdo semelhantes e em que sdo distintos (no que se refere a altura de cada um, medida da
geratriz, medida do angulo central do cone planificado, medida da projecdo do angulo

s6lido)?

Em cada um dos cones ja montados faca um corte por um plano perpendicular a geratriz

(conforme o esquema da figura 4).

Figura 4 — Corte perpendicular a geratriz

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021).
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3 ATIVIDADES

1) Estudo dos cortes em cones diferentes:

a. Quais curvas se formam a partir dos cortes em cada um dos cones?

b. Qual elemento do cone vocé acha que determina que, em cada um deles, se forme
uma curva diferente das demais?

c. Vamos testar sua hipotese. Planifiqgue e monte trés cones de modo que 0 Unico
elemento que varie neles seja aquele que vocé acredita ser o determinante para que
os cortes resultem em curvas diferentes. Por exemplo, se vocé acredita que tal
elemento seja a geratriz, planifique e monte trés cones em que cada um tenha a
medida de geratriz diferente dos demais, mas que todos tenham a mesma medida da
projecao do angulo solido e altura.

d. Faca os cortes perpendiculares a geratriz de cada um dos cones. Sua hipotese se

confirmou?

@ Observacdo: Se vocé tiver acesso ao software Geogebra, pode construir, de
maneira dinamica, os cones conforme especificados no item c desta atividade e

testar nele sua hipdtese.

FIQUE SABENDO! O GeoGebra € um software livre, criado em 2001 como
tese de doutorado de Markus Hohenwarter, na Universidade de Salzburgo,

Austria. Ele criou e desenvolveu esse software com o objetivo de obter um

instrumento adequado ao ensino da Matematica, combinando procedimentos
geométricos e algébricos, ou seja, 0 nome GeoGebra é a fusdo das palavras
Geometria e Algebra.

Disponivel em varios idiomas, podemos encontrd-lo para download em
http://lwww.geogebra.org (site oficial), Play Store, Apple Store, entre outras
lojas de aplicativos, em versfes para Windows, Mac, Linux, Android e 10S.
E, portanto, um software de Matematica dinamico e multiplataforma, que

combina Geometria, Algebra, tabelas, graficos, Estatistica e Célculo numa
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3)
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Unica aplicagdo. Por ser livre (software que concede a liberdade ao usuério
para executar, acessar, copiar, estudar e modificar o cddigo-fonte, e
redistribuir essas versdes, sejam elas modificadas ou nao), vem ao encontro
das novas estratégias de ensino e aprendizagem de contetdos de Matematica,
permitindo a professores e alunos a possibilidade de explorar, conjecturar e

investigar tais contetdos na construcdo do conhecimento matematico.

No GeoGebra Graficos, Algebra e tabelas estfo interligados. Além de possuir
caracteristicas dinamicas, é dotado de uma interface amigavel, com varios
recursos sofisticados. Podemos utilizar o software como ferramenta de
producdo de aplicativos interativos em paginas WEB e como laboratérios
virtuais de Matematica, Fisica ou Quimica. Em seu site oficial, além do
aplicativo, podemos compartilhar nossos materiais e acessar outros, de
diferentes usuérios (distribuidos por area ou mesmo pelo do perfil do autor),
ter acesso a tutoriais e as Ultimas noticias da comunidade GeoGebra e criar
aulas, livros e outros materiais (Instituto S&o Paulo Geogebra,

https://www.pucsp.br/geogebrasp/geogebra.html).

Em seus estudos, Menaecmus (350 a.C.) concluiu que, em um cone circular reto, cuja
projecao do angulo solido é 90 graus, o corte perpendicular a geratriz resulta em uma
parabola. De modo semelhante, descobriu que a secdo transversal em um cone cuja
projecédo do angulo sélido é um angulo agudo é uma elipse e, se for um angulo obtuso,

a curva sera uma hipérbole.

Em seu livro Histéria da Matematica, Boyer (1974) apresenta uma suposta
demonstracdo da formula da parabola realizada por Menaecmus em linguagem de
Geometria Analitica atual. Tal formula é y2= k X, em que k é uma constante que
depende da distancia do plano de corte ao vértice. Vamos adaptar essa demonstragdo
as nossas finalidades pedagogicas e analisa-la. Porém, para tal, precisaremos lembrar

alguns teoremas da Geometria euclidiana plana:
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O centro, o ponto médio da corda e os pontos médios dos dois arcos

subtendidos pela corda estdo em uma mesa reta, que € perpendicular a corda.

e Dados uma circunferéncia de didmetro AB, P um ponto pertencente a
circunferéncia, PT o segmento perpendicular a AB em T. Entédo, PT é a média
geométrica entre AT e TB, ou seja, PT2=AT . TB

e Em tridngulos semelhantes, as razGes entre as medidas dos lados homologos

sdo iguais.

e Os lados opostos de um paralelogramo séo congruentes.

Observe a demonstracdo abaixo, que tem por base a figura 5, e justifique as passagens

marcadas com (*)

Figura 5 — Corte transversal do cone

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021).

Seja ABC um cone cortado pela curva EDG por um plano perpendicular a AC e
paralelo ao lado AB do triangulo retangulo BAC. Por um ponto P qualquer da curva
(parébola) faremos passar um plano paralelo a base BGE do cone que o cortara
segundo o circulo PVR, de modo que Q é o outro ponto de intersecdo da curva EDG

com o circulo PVR.
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P e Q sdo simétricos em relagdo a O (*)

Construimos o diametro RV do circulo PVR, passando pelo ponto médio O. Assim, PQ é
perpendicular a RV (*)

Os triangulos OVD e ABC sédo semelhantes. (*)

Assim, temos:

oV _ BC
0D AB

oV = BC 0D
~ AB’

Passando por D, constréi-se um segmento R'D paralelo & base BGE do cone. Da semelhanca

dos tridangulos R’DA e ABC (*), temos

R'D BC
AR'  AB
BC

R'D =—_.AR’
AB

Imaginemos um sistema de coordenadas composto pela reta DF e pela perpendicular a ela
no ponto D, paralelaa PQ. Consideraremos a medida de OP =y e a de OD = X, coordenadas

do ponto P.
y?=RO. OV (*)

Pelo modo de construgdo, R’DOR formam um paralelogramo.

Portanto, podemos substituir a medida de RO pelade R'D (*)

y’=R’D. OV
y2=2C AR'ZZ.0D
AB AB

- BC BC
y2=— AR’ —.x
AB AB
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Como as medidas AR’, BC e AB sdo as mesmas para todo ponto P da curva EQDPG,

podemos escrever a equagéo da curva como y? = K.x.

NCC

A proposta do conjunto de a¢Bes organizadas nas atividades de “Pratica 1 — Cortes
transversais em trés cones” consiste em ler, recortar, colar, resolver problemas, compreender
demonstracbes e mobilizar procedimentos que permitam elaborar estratégias de
observacOes, investigacdes, andlises, questionamentos e registros do processo e dos
resultados obtidos. Essas acdes podem, de acordo com a BNCC, estimular e provocar o
processo de reflexdo e de abstracdo, sustentados no modo de pensar criativo, analitico,
indutivo, dedutivo e sistémicos. Dessa maneira, tal proposta possibilita aos/as estudantes
desenvolverem habilidades relativas aos processos de investigacdo, de construcdo, de
modelos e de resolucdo de problemas. Em uma dindmica que mobiliza seu modo préprio de
raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com base em discussdes e validacGes
conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacfes e procedimentos cada vez mais

sofisticados.

As atividades de Pratica 1 compreendem as seguintes competéncias especificas e suas
habilidades especificas da BNCC:
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Competéncias 3: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria —, para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequacao das solucBes propostas, de modo a construir argumentagédo

consistente.

Habilidade (EM13MAT308): Resolver e elaborar problemas em variados contextos
envolvendo triangulos, nos quais se aplicam as relagdes métricas ou as nocgbes de

congruéncia e semelhanca.

Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observacdo de padrdes,
experimentacOes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validacéo das referidas conjecturas.

Habilidade (EM13MAT509): Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas

diferentes projecGes usadas em cartografia, como a cilindrica e a conica.
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PRATICA 2 - CORTES TRANSVERSAIS NO MESMO CONE

Preparacdo para a pratica:

e Para esta pratica, vocé precisaré saber o valor da soma dos angulos internos de um
triangulo, saber o que sdo retas paralelas entre si e recordar as etapas de uma
demonstracéo algébrica.

Objetivos:

Ampliar o conceito de cone.

Generalizar o conceito de conicas a partir de cortes do cone.

Relacionar as conicas entre si.

Ampliar o conhecimento sobre a historia de estudos sobre as conicas conduzidos por sébios

da Antiguidade Grega.

1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Apds os resultados de Menaecmus sobre as conicas, Apolénio de Perga (262 a.C.-190 a.C.)
chegou a novos conceitos e generalizacdes sobre tais curvas. Apoldnio substituiu, em seus
estudos, o cone de uma folha por um cone duplo, o que o levou a definicdo de cone utilizada
ateé os dias atuais (figura 6): se uma reta de comprimento indefinido, que passa por um ponto
fixo P, mover-se ao longo de uma circunferéncia de um circulo que nao estd no mesmo plano
gue P, de modo a passar sucessivamente por cada m dos pontos dessa circunferéncia, a reta

movel descreverd a superficie de um cone duplo.
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Figura 6 — Cone duplo
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Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021).

Deve-se a Apol6nio também os nomes dados as coOnicas. Anteriormente, elas eram
designadas pelos modos que haviam sido descobertas, ou seja, “oxytome”, que significa
secdo do cone acutangulo, “orthotome”, que é secdo do cone retangulo, e “amblytome”,
secdo do cone obtusédngulo. A denominagdo “parabola” ja havia sido utilizada por
Arquimedes de Siracusa (séc. III a.C.), mas Apoldnio introduziu as denominagdes “elipse”
e “hipérbole” para as conicas. No entanto, tais termos ja eram usados pelos pitagoricos em
problemas de areas que conduziam ao que hoje denominamos por equagfes quadraticas
(BOYER, 1974).
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2 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Consiste na montagem de cones duplos para a realizacdo de cortes transversais no mesmo

cone, com o objetivo de relacionar as conicas aos cortes desse mesmo cone. A atividade

investiga, também, a relacdo do angulo do corte com o angulo do Vvértice.

2.1 Materiais

Recomenda-se ao estudante registrar o processo de desenvolvimento
das atividades: suas tentativas, questionamentos, desafios
encontrados, resultado parcial e resultado final. Ofa
professor/professora pode solicitar uma discussdo dos registros entre

os alunos ou grupo de alunos.

Para as atividades, vocé precisara transferir, para uma folha de sulfite, duas copias de cada

uma das planificacBes dos cones que estdo a seguir, para analisar as situaces de corte em

cones duplos. Depois, é necessario recorta-los e cola-los. Portanto, precisard também de

tesoura e de cola. Caso prefira, vocé mesmo poderéa criar seus cones.
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2.2 Metodologia

Monte os cones cujas planificacdes estdo na secdo anterior deste livro. Observe-os e 0s

classifique-os em reto ou obliquo.

3 ATIVIDADES

1) E possivel, a partir de diferentes cortes no cone reto, produzir uma elipse, uma
hipérbole e uma pardbola? Em caso negativo, por qué? Em caso positivo, como

seriam esses cortes?

2) Qual a relacéo entre a medida da projecéo do angulo solido e a do angulo de corte
(o) para a obtencdo da pardbola em qualquer cone? Considere que o angulo de corte

é 0 marcado na figura abaixo (figura 7):

Figura 7 — Angulo de corte

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021).




3)

4)

5)
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Qual devera ser a relacdo entre a medida da projecao do angulo sélido e a do angulo

de corte para a obtencdo da hipérbole e a elipse, em qualquer cone?

Como vocé sabe, € possivel obter um circulo a partir de um corte paralelo a base do

cone. Qual a relagdo entre o angulo a de corte ¢ o angulo gerador do cone?

Verifique se as conclusdes que vocé chegou nas atividades anteriores sao também

validas para o cone obliquo.

DICA: Se vocé tiver acesso ao software Geogebra, pode construir, de maneira
dindmica, os cones reto e obliquo e realizar as atividades anteriores com o auxilio

do software.
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NCC

A proposta do conjunto de acbes organizadas nas atividades de “Pratica 2 — cortes
transversais no mesmo cone” consiste em ler, recortar, colar, resolver problemas e mobilizar
procedimentos que permitam elaborar estratégias de observacoes, investigacoes, analises,
questionamentos e registros do processo e dos resultados obtidos. Essas agdes podem, de
acordo com a BNCC, estimular e provocar o processo de reflexdo e de abstracéo, sustentados
no modo de pensar criativo, analitico, indutivo, dedutivo e sisttmico. Dessa maneira, esta
proposta possibilita aos/as estudantes desenvolver habilidades relativas aos processos de
investigacao, de construcéo, de modelos e de resolucdo de problemas. Em uma dindmica que
mobiliza seu modo préprio de raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com base
em discussdes e validagbes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e

procedimentos cada vez mais sofisticados.

As atividades de Préatica 2 compreende a seguinte competéncia especifica e sua habilidade

especifica:

Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observacéo de padrdes,
experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma

demonstracdo cada vez mais formal na validacéo das referidas conjecturas

Habilidade (EM13MAT509): Investigar a deformacdo de angulos e areas provocada pelas

diferentes projecdes usadas em cartografia, como a cilindrica e a conica.



37

PRATICA 3 — Conicas e lugares geométricos

Preparacdo para a pratica:

o Para esta préatica, vocé precisard saber determinar geométrica e algebricamente a
distancia entre dois pontos e a distancia entre um ponto e uma reta; saber tracar plano

cartesiano e localizar pontos nesse plano; saber deduzir equacdes algébricas.

Objetivos:

Definir conicas como lugares geomeétricos.

Estudar equacdes de conicas a partir de suas propriedades como lugares geométricos.
Definir excentricidade de uma conica.

Diferenciar excentricidade de parébola, hipérbole e elipse.

Ampliar os conhecimentos histdricos sobre as conicas.

1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Lugar geométrico é o conjunto de pontos que possuem uma determinada propriedade. Por
exemplo, a circunferéncia € um lugar geométrico em que todos o0s pontos equidistam de um
mesmo ponto (centro). A mediatriz de um segmento também é um lugar geométrico, pois
todos os seus pontos equidistam dos extremos do segmento. Os gregos da Antiguidade
dividiam as curvas em trés categorias de lugares geométricos: os lugares planos, que eram
as retas e os circulos; os lugares sélidos, formados pelas se¢des conicas; e os lugares lineares,

compostos por todas as outras curvas.
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Apoldnio, apesar de ter iniciado seus estudos sobre as conicas com cortes do cone, percebeu
que cada uma delas poderia ser definida por um conjunto de pontos que possuiam
determinada propriedade. A partir disso, continuou seus trabalhos sobre conicas

considerando-as curvas no plano e, a partir disso, deduziu varias propriedades dessas curvas.

Pappus de Alexandria (c. 320 d.C.) é conhecido por seus oito livros que comp&em sua obra
Colecao, a qual nos deixa entrever um pouco da Matematica grega da Antiguidade. O livro
VIl dessa obra, além de se aproximar de equacBes usadas para descrever lugares
geométricos, também enuncia as propriedades de foco-diretriz da elipse, hipérbole e
parabola. No entanto, vale ressaltar que, na época, a Algebra ainda n&o havia sido inventada,
portanto, Pappus, em seus trabalhos, utilizou uma linguagem retdrica para descrever tais
lugares geométricos. (BOYER, 1974).

Entre finais da Antiguidade e inicios da Idade Média foram inventados métodos mecéanicos
para a obtencdo de algumas das conicas. Artemio de Trales (c. 474-534), um dos arquitetos
da Basilica de Santa Sofia, em Constantinopla, atual Istambul, em sua obra Sobre Espelhos
gue Queimam, descreve a construcdo da elipse a partir de dois focos e um barbante e também
propriedades focais da parabola. Isidoro de Mileto (séc. VI), também arquiteto daquela
basilica, provavelmente foi o inventor da constru¢cdo mecénica da parabola a partir de uma
régua T e de um barbante (ROONEY, 2012).

2 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Consiste na construcéo de um objeto articulado para o tracado de cénicas, com o objetivo de
abordar como uso de um artefato para construcdo da elipse € possivel construir os elementos

da conica e analisa-la como lugar geométrico.

Recomenda-se ao estudante registrar o processo de desenvolvimento
% das atividades: suas tentativas, questionamentos, desafios
encontrados, resultado parcial e resultado final. Ola

professor/professora pode solicitar uma discussdo dos registros entre

o0s alunos ou grupo de alunos.



39

2.1 Materiais

Para as proximas atividades, vocé precisara de folhas de papel milimetrado ou, a0 menos
quadriculado; régua; barbante; uma placa pequena de isopor medindo, aproximadamente, 20
cm de lado ou outro material em que vocé possa fixar duas tachinhas; duas tachinhas; e

caneta.

2.2. Metodologia

Tracando a elipse:

Perto do centro da placa de isopor, fixe as duas tachinhas com uma distancia aproximada de
4 cm uma da outra. Em cada uma delas, amarre a ponta de um pedaco de barbante de 12 cm.
Com uma caneta, estique bem o barbante e trace a curva ao redor dos pontos fixos, conforme

0 passo a passo da figura 8.

Figura 8 — Passo a passo do tragado da elipse

Passo 1 Passo 2
; e TACHluHA_,_ TAGHINHA TACHlNHA
i | * o \\ | ]
N \\ =N/
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\ ¥
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\ of l }K//\ \QQHH:I:AS” Eiy
b A

Passo|3 Passo 4

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2021).
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Observacgdo: Caso queira ver o funcionamento deste processo, ha
diversos videos disponiveis na internet. Basta buscar com as

palavras-chave: tracado, elipse, barbante.

DICAS!

Link de um video para visualizar o tracado da elipse:
https://youtu.be/RYV-uBWdb8Y

Link de um video para visualizar o tracado da elipse, parabola e hipérbole:
https://youtu.be/mldZ_7QwLvs

3 ATIVIDADES

1)

2)

C.

Observe 0 procedimento usado para tracar a elipse com o barbante. Nesse
procedimento, ha uma propriedade implicita que faz com que o tragado gere um lugar

geométrico. Que propriedade é essa?

No papel milimetrado, marque uma reta r e um ponto F fora dela. Denominaremos
essa reta de diretriz e 0 ponto de foco. Trace, nesse papel, 0 conjunto de pontos
equidistantes da diretriz e do foco.

Que curva vocé obteve?

H& um eixo de simetria nessa curva. Que pontos notaveis da curva pertencem a esse
eixo?

Qual a propriedade define esse conjunto de pontos como um lugar geométrico?


https://youtu.be/RYV-uBWdb8Y
https://youtu.be/mldZ_7QwLvs
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Figura 9 — Parébola e seus elementos

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2020).

Na atividade anterior, coloque os eixos Ox e Oy de um plano cartesiano no papel
milimetrado, de modo que o eixo Ox seja paralelo a diretriz e passe pelo vértice da curva. O
eixo Oy deve coincidir com o eixo de simetria da curva. Considere que a equagéo da diretriz

éy =-d. Dado um ponto P (x, y), pertencente a curva:

a. Determine a expressdo algébrica da distancia entre P e o foco.
b. Determine a expressdo algébrica da distancia entre P e a diretriz.
c. Utilizando a propriedade encontrada no item c da atividade 2, deduza uma expressdo

algébrica para esse conjunto de pontos, ou seja, para essa curva.

Figura 10 — Parabola e seus elementos

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2020).
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3) Em um papel milimetrado, marque uma reta r, que serd a diretriz da curva, e um
ponto F (foco). Determine o conjunto de pontos P de modo que dPF =2 dPr.

a. Que curva vocé obteve?

b. Qual a propriedade que define esse conjunto de pontos como um lugar geometrico?

c. A constante %2 é chamada de excentricidade da curva e é simbolizada pela letrae. A

- g « d . . .
excentricidade ¢ definida pela razéo d—PF e € um numero real. No caso dessa curva, é

Pr

tal que 0 <e < 1. A partir disso e da propriedade do item b desta atividade, elabore

uma definicdo para a curva que vocé encontrou como um lugar geométrico.

Figura 11 — Elipse e seus elementos

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2020).

4) Em um papel milimetrado, marque uma reta r, que sera a diretriz da curva, € um
ponto F (foco). Determine o conjunto de pontos P de modo que dPF = 2dPr.

a. Que curva vocé obteve?

b. Qual a propriedade que define essa curva como um lugar geométrico?

c. Nasituacdo dessa curva tracada por vocé, a excentricidade € 2. No caso dessa conica
especifica, € um numero real, tal que e > 1. A partir disso e da propriedade do item b
desta atividade, elabore uma defini¢do para a curva que vocé encontrou como um

lugar geométrico.



Figura 12 — Hipérbole e seus elementos

Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2020).

6) As atividades anteriores nos permitem fazer uma generalizacéo das cénicas, de modo

que cada uma delas fica determinada pelos valores da excentricidade. Sabendo disso,

preencha a tabela abaixo:

Tabela 1 — Valor da excentricidade

Valor da excentricidade

Conica correspondente

O<ex<1l

e>1

Fonte: AUTORAS (2019).
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NCC

A proposta do conjunto de a¢des organizadas nas atividades da “Pratica 3 — conicas e lugares
geométricos” consiste em ler, recortar, colar, resolver problemas e mobilizar procedimentos
que permitam elaborar estratégias de observacgdes, investigacoes, analises, questionamentos
e registros do processo e dos resultados obtidos. Essas a¢des podem, de acordo com a BNCC,
estimular e provocar o processo de reflexdo e de abstracdo, sustentados no modo de pensar
criativo, analitico, indutivo, dedutivo e sistémico. Dessa maneira, tal proposta possibilita
aos/as estudantes desenvolverem habilidades relativas aos processos de investigacdo, de
construcdo, de modelos e de resolucédo de problemas. Em uma dinamica que mobiliza seu
modo proprio de raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com base em discussfes
e validagdes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e procedimentos

cada vez mais sofisticados.

As atividades da Pratica 3 compreendem as seguintes competéncias especificas e suas

habilidades especificas:

Competéncia 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das

Ciéncias da Natureza e Humanas.

Habilidade (EM13MAT302): Resolver e elaborar problemas cujos modelos sé&o as fungdes

polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

Competéncia 3: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Avritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria —, para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequagéo das solucGes propostas, de modo a construir argumentagéo

consistente.
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Habilidade (EM13MAT308): Resolver e elaborar problemas em variados contextos
envolvendo tridngulos, nos quais se aplicam as relacdes métricas ou as nocles de

congruéncia e semelhanca.

Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observacdo de padrdes,
experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma

demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.

Habilidade (EM13MAT509): Investigar a deformacdo de angulos e areas provocada pelas

diferentes projecdes usadas em cartografia, como a cilindrica e a conica.
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PRATICA 4 — CONICAS E GEOMETRIA ANALITICA

Preparacdo para a pratica:

e Pararealizar essa pratica, vocé precisara saber determinar algebricamente a distancia
entre dois pontos e a distancia entre um ponto e uma reta; saber tragar plano
cartesiano e localizar pontos nesse plano; saber deduzir equacdes algébricas.

Objetivos:

Definir cbnicas como lugares geomeétricos.

Estudar equacdes de cOnicas a partir de suas propriedades como lugares geométricos.
Definir excentricidade de uma conica.

Diferenciar excentricidade de parabola, hipérbole e elipse.

Ampliar os conhecimentos histéricos sobre as conicas.

1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Na Idade Moderna, o interesse pelas conicas foi renovado devido as suas aplicacdes a
situacdes praticas, como, por exemplo, em Astronomia, Balistica, Perspectiva, Otica. Desde
0 ano de 1604, Johannes Kepler (1571-1630) desenvolveu estudos sobre conicas em seus
trabalhos sobre 6tica e espelhos parabdlicos e concluiu, em 1609, que as érbitas dos planetas
sdo elipticas. Kepler passou a definir cinco espécies de conicas — circulos, retas, elipses,
parabolas e hipérboles —, que se transformam umas nas outras com o distanciamento ou
aproximacdo entre os focos das curvas. Galileu Galilei (1564-1642) também se interessou
pelas conicas e mostrou aplicacfes da parabola no langcamento de projéteis. Naquela época,
varios estudiosos se dedicaram a criacdo de maquinas para o tracado de cénicas, entre eles,
René Descartes (1596-1650).
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Além disso, a Algebra, que estava sendo desenvolvida naquele periodo, possibilitou uma
nova abordagem das conicas. Descartes, no apéndice Geometria, da obra Discurso do
Método, utilizou a Algebra para tratar problemas geométricos, mas nesse apéndice ha pouco
do que conhecemos hoje por Geometria Analitica, pois Descartes ndo utilizou um sistema
de coordenadas retangulares e, portanto, ndo ha as férmulas que conhecemos atualmente. No
entanto, na Geometria, Descartes chegou a equagdo geral de uma conica passando pela
origem, ou seja: y? = ay — bxy + cx — dx?. Pierre de Fermat (1607-1665) também se dedicou

as conicas e mostrou que xy = k? é equacdo de uma hipérbole.

Enquanto isso, o sistema de coordenadas retangulares estava se desenvolvendo na
elaboracdo de mapas que, na época, eram denominados “cartas”. Dai, 0 sistema ser das
cartas, ou ‘“cartesiano”. Com esse sistema de coordenadas e a linguagem algébrica

desenvolvida foram possiveis novas abordagens as conicas (cf. BRITO, DEZOTTI, 2001).

2 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Consiste na construcdo de um artefato para o tracado de parabolas, com o objetivo de abordar
as conicas sob a perspectiva da Geometria Analitica. O uso do “parabolografo” (adaptado
para sala de aula) para o tracado de parabola em situacdo do plano cartesiano permite

compreender a parabola e sua equacao na perspectiva da Geometria Analitica.

Recomenda-se ao estudante registrar o processo de desenvolvimento
das atividades: suas tentativas, questionamentos, desafios
% encontrados, resultado parcial e resultado final. O/a professor/a pode
solicitar uma discussao dos registros entre os alunos ou grupo de

alunos.

2.1 Materiais

Para esta atividade vocé precisara de folhas de papel milimetrado; um esquadro (30°, 60°,
90°); uma régua; 6 cm de barbante com margem para firmar suas extremidades, uma na

tachinha e outra no esquadro; fita adesiva, uma placa de isopor de tamanho igual ou maior
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que papel milimetrado ou outro material em que vocé possa fixar uma tachinha; uma

tachinha, preferencialmente o uso de lapis.

2.2. Metodologia

Tracando a parabola:

Construcdo de um parabolografo caseiro para tracar parabolas, identificar elementos e

propriedades. Esta atividade é recomendada ser realizada em grupo de duas ou trés pessoas.

Fixe o papel milimetrado no isopor. Amarre uma extremidade do barbante na tachinha e
prenda a outra extremidade com fita adesiva no esquadro (no cateto de maior medida e na
proximidade no angulo de 30°). Finque a tachinha proximo ao centro do papel milimetrado.

A régua serve de suporte para deslizar o esquadro, pelo cateto de menor lado.

Figura 13 — Parabolografo caseiro
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Fonte: TRACCIARE UNA PARABOLA (2015).
Para tracar a parabola, siga 0s passos:
e Dé preferéncia para alinhar o esquadro e a régua as linhas do papel milimetrado.
e Na vertical, alinhe o maior lado do cateto do esquadro com a tachinha e use a régua
como suporte (“trilho”) para deslizar a base do esquadro (cateto menor). O barbante

ndo deve estar esticado. E necessario ter folga, que pode ser ajustada movendo o

esquadro na vertical.
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Alinhados na vertical o esquadro, a tachinha e o barbante, e a régua ajustada a base,
coloque a ponta do lapis no barbante, esticando-o sem perder o alinhamento inicial.
Na sequéncia, deslize com cuidado o esquadro sobre a régua e deixe a ponta do lapis
mover-se sem perder o contato com o esquadro e 0 barbante. Nesse movimento, trace
um lado da parabola. Repita o processo para tracar o outro lado da parabola. Veja o

passo a passo para tracar a parabola na figura 14.

Figura 14 — Passo a passo para tracar a parabola
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Fonte: AUTORAS (2021).

7~ \ Observacdo: Caso queira ver a construcdo e o funcionamento desse

processo, ha diversos videos disponiveis na internet. Basta buscar
com as palavras-chave: parabolografo, paraboldgrafo caseiro,
parabolografo casero.

DICAS:

Links de sites para visualizar construcéo e funcionamento:
https://www.youtube.com/watch?v=_eimADB2IYM
https://youtu.be/SWAEXvK4vS8

Link de animacéo do tragcado da parabola (Geogebra):

https://www.youtube.com/watch?v=xQESrt4XULw


https://www.youtube.com/watch?v=_eimADB2lYM
https://www.youtube.com/watch?v=xQESrt4XULw
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3 ATIVIDADES

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Observe o procedimento usado para tracar a parabola com o barbante. Marque os

pontos notaveis da parabola e trace seu eixo de simetria.

No lado oposto do Vértice V, no eixo de simetria, marque a distancia FV. Pelo novo

ponto passe uma reta perpendicular. Que reta é essa?

Na parédbola, marque trés pontos distintos P1, P2, P3 e trace a distancia desses pontos
ao foco F: P1F, P2F, P3F. Trace também a distancia dos pontos P1, P2, P3 a diretriz
d: P1’d, P2°d, P3°d. Que propriedade ¢ possivel perceber?

Trace os eixos Ox e Oy de um plano cartesiano no papel milimetrado, de modo que
0 eixo Oy coincida com o eixo de simetria da parabola e vértice V dessa curva com

a origem do plano cartesiano.

Marque, de maneira genérica (X, y), as coordenadas cartesianas presentes em todos

0S pontos anteriormente demarcados.

Sabendo que a distancia D (F, P) = D (P, P’) desenvolva a equagao da parabola.
Nessa mesma atividade, agora inverta: considere o eixo OX do plano cartesiano
passando pelo eixo de simetria e 0 eixo OY paralelo a diretriz d. Marque, de maneira
genérica (X, y), as coordenadas cartesianas presentes em todos os pontos. Sabendo

que a disténcia D (F, P) = D (P, P’), desenvolva a equacéo da parabola.

O que foi possivel deduzir na troca das coordenadas cartesianas no eixo de simetria?
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Figura 15 — Parabolografo e a parabola
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Fonte: ANDRE M. DOS SANTOS (2020).

NCC

A proposta do conjunto de agdes organizadas nas atividades da “Pratica 4 — Conicas e
Geometria Analitica” consiste em ler, recortar, colar, resolver problemas e mobilizar
procedimentos que permitam elaborar estratégias de observaces, investigacGes, analises,
questionamentos e registros do processo e dos resultados obtidos. Essas agdes podem, de
acordo com a BNCC, estimular e provocar o processo de reflexdo e de abstracdo, sustentados
no modo de pensar criativo, analitico, indutivo, dedutivo e sistémico. Dessa maneira, essa
prética possibilita aos/as estudantes desenvolverem habilidades relativas aos processos de
investigacdo, de construcdo, de modelos e de resolucdo de problemas. Em uma dindmica que
mobiliza seu modo préprio de raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com base
em discussoes e validagOes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e

procedimentos cada vez mais sofisticados.

As atividades da Pratica 4 compreendem as seguintes competéncias especificas e suas

habilidades especificas:
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Competéncia 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situagcdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das

Ciéncias da Natureza e Humanas.

Habilidade (EM13MAT302): Resolver e elaborar problemas cujos modelos sé&o as fungdes

polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

Habilidade (EM13MAT503): Investigar pontos de maximo ou de minimo de funcgdes

quadréticas em contextos da Matematica Financeira ou da Cinematica, entre outros.

Competéncia 3: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — aritmética, algebra, grandezas e medidas, geometria —, para interpretar, construir
modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacdo das soluces propostas, de modo a construir argumentacao

consistente.

Habilidade (EM13MAT308): Resolver e elaborar problemas em variados contextos,
envolvendo tridngulos nos quais se aplicam as relages métricas ou as no¢des de congruéncia

e semelhanca.

Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observacao de padrdes,
experimentacOes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma

demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.

Habilidade (EM13MAT509): Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas

diferentes projecdes usadas em cartografia, como a cilindrica e a conica.
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ALGUMAS PALAVRAS FINAIS

No passo a passo das diretrizes das atividades deste Manual de Conicas, os/as estudantes sao
convidados a fazer fazendo. Um trabalho com o uso das méos, em um constante fazer
pensando, que remete as ideias de John Dewey (1859-1952) sobre a acdo de fazer para

aprender.

Ao fazer as atividades de praticas sobre conicas, a acdo esta voltada no/na aprendiz e quem
narra o conteudo é o fazer do aluno, ao ler, interpretar, cortar, colar, montar, tracar, analisar
em um constante ir e vir de ideias e tentativas, sob a mediacdo do/da professor/a. Na
narrativa, constam personagens histéricos e contextos em diversos tempos, lugares e culturas
que possibilitam reflexdes em um vai e vem temporal do passado, presente e futuro das
conicas, em um resgate de conceitos desenvolvidos ao longo da Histéria da Matematica e da

Historia da Educacdo Matematica.




Este manual didatico oferece uma visdo panoramica da
trajetoria histérica das conicas sob uma abordagem de
atividades praticas com uso da historia da matematica.

Destinado aos alunos e professores do ensino medio e da
formacdo inicial de professores de matematica, o0 manual
explora aspectos de cortes do cone, lugar geométrico e
geometria analitica para o estudo das cOnicas.

Busca-se destacar o desenvolvimento da matematica como
um processo gradual, ao longo da historia, de construcéo de
conhecimento por diversas pessoas, de varias culturas, em
distintos tempos historicos.
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